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1. Introduction
Poincare´ s’inte´ressa tre`s tard a` la the´orie des quanta. Invite´
au Congre`s Solvay de 1911, il de´couvrit la proble´matique quan-
tique et e´crivit alors coup sur coup plusieurs articles sur le su-
jet. Certains de “vulgarisation” [7], et deux articles scientifiques
[8, 9] dans lesquels il va s’efforcer de montrer que l’hypothe`se
de Planck ne peut eˆtre contourne´e et remplace´e par une the´orie
“continue”. Il s’agˆıt pour lui de se demander si la formule de
Planck donnant la densite´ d’e´nergie du corps noir, et de´rive´e
depuis l’hypothe`se des quanta (qui consiste, pour dire vite, a`
remplacer dans un calcul une inte´grale par une somme) peut
eˆtre (ou non) de´duite d’un mode`le continu d’interaction entre
rayonnement et mole´cules. Le re´sultat que Poincare´ lui-meˆme
pre´sentera comme ne´gatif validera la the´orie de Planck.
Ces deux articles sont peu cite´s de nos jours, mais ont eu
un retentissement important l’e´poque. En est la preuve le fait
que deux articles dans le Volume 38 d’Acta Mathematica en
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hommage a` Poincare´ y sont consacre´s. De plus l’argument de
Poincare´ sera repris et d’une certaine manie`re rendu plus rigou-
reux dans le ce´le`bre traite´ de Me´canique Statistique de Fowler
en 1929 [1]. Leur (re)lecture apre`s plus d’un sie`cle de Me´canique
Quantique est inte´ressante a` plusieurs e´gards. Tout d’abord ils
montrent, a` travers une discussion parfaitement technique, l’af-
frontement entre discret et continu, en ce de´but de XXie`me sie`cle
ou` la proble´matique fondationnelle des mathe´matiques fait rage.
Ensuite, et justement autour de cette dualite´ discret/continu, ils
pre´sentent de merveilleuses mathe´matiques. On est pressent en
particulier la masse de Dirac, et le lemme de la phase station-
naire, qui deviendra si important par la suite pour la Me´canique
Quantique y est utilise´. Enfin et surtout ils exhibent clairement
une part me´thodologique de son he´ritage scientifique : l’inte´reˆt
pour les re´sultats ne´gatifs, pour les erreurs. depuis l’erreur dans
le syste`me des 3 corps jusqu’a` son “e´chec” dans la tentative
de remplacer l’hypothe`se des quanta Poincare´ n’aura cesse´ de
de´cortiquer le ne´gatif pour y faire naˆıtre le constructif.
Rappelons pour terminer cette introduction que la principale
contribution de Poincare´ a` la Me´canique Quantique nous semble
consister en le deuxie`me Tome des “Me´thodes nouvelles de la
Me´canique Ce´leste”. C’est avec les calculs de perturbations de la
me´canique ce´leste que Max Born essaiera dans les anne´es 20 (en
le citant explicitement, voir [2]) de quantifier perturbativement
l’he´lium, avant dy plonger son jeune assistant W. Heisenberg
qui fera sortir de l’alge`bre de convolution des se´ries de Fourier
l’alge`bre non-commutative des matrices (voir [5]).
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2. Chronologie
Planck Poincare´
1854 Naissance
1858 Naissance
1889 Roi de Sue`de
1892 Me´thodes nouvelles
1900 quanta
1905 Photon
1911 Congre`s Solvay
1912 Sur la the´orie des quanta
1912 Mort
1915 Hommages a` Poincare´
1925/6 Me´canique quantique
1929 Traite´ de Fowler
1947 Mort
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3. La the´orie des quanta en 1911/12
1911 se situe dans une pe´riode un peu creuse pour la the´orie
quantique. L’hypothe`se des quanta, e´nonce´e par Planck en 1900
et ge´ne´ralise´e par Einstein avec l’effet photoe´lectrique en 1905,
est certes bien accepte´e, mais une ve´ritable dynamique quan-
tique (Heisenberg 1925) et l’application a` la the´orie atomique
(Bohr 1913) se font attendre. De plus Planck, qui ne sera jamais
un supporter fanatique de la me´canique quantique, est re´ticent
(il semble qu’il soit toujours reste´ insatisfait de sa loi qu’il au-
rait voulu de´river de principes strictement thermodynamiques),
et l’on peut bien imaginer qu’Einstein est fort occupe´ a` inven-
ter la relativite´ ge´ne´rale. Est-ce pour cette raison que Poincare´
ne s’est jamais, auparavant, vraiment inte´resse´ aux quanta ? La
re´ponse nous semble justement se trouver dans l’article que nous
allons de´crire et commenter : le changement paradigmatique des
quanta est grand, de´ja` a` l’e´poque, et bien avant les “proble`mes
conceptuels” de la me´canique quantique.
Car il s’agit de l’opposition continu/discret, et de l’ide´e d’une
the´orie physique qui puiserait ses sources hors du cadre “natu-
rel” des e´quations diffe´rentielles de la culture classique. L’hy-
pothe`se des quanta consiste, dans notre langage moderne, a`
discre´tiser une inte´grale (ce que fait notre ordinateur), mais sans
faire tendre, a posteriori, le pas de discre´tisation vers ze´ro.
Poincare´ est invite´ au Congre`s Solvay de 1911 et il prend a` bras
le corps la proble´matique quantique : ne serait-il pas possible de
de´river la meˆme loi que Planck sans l’hypothe`se discre`te ?. Poin-
care´ y consacrera une note et un article, et donnera une re´ponse
ne´gative. Il mourra en 1912, en 1913 Niels Bohr appliquera avec
le succe`s que l’on sait la the´orie au mode`le plane´taire de l’atome,
et en 1926 Erwin Schro¨dinger de´finira une e´quation aux de´rive´es
partielles (donc plonge´e dans le continu), qui n’aura de solu-
tion raisonnable que pour des valeurs discre`tes des parame`tres
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d’e´nergie : la boucle sera donc boucle´e 15 ans apre`s l’article de
Poincare´ que nous allons pre´senter maintenant.
4. L’article de Planck de 1900
Nous n’allons pas ici rappeler la the´orie du corps noir ni pre´senter
en de´tail la contribution de Planck. Nous verrons dans la sec-
tion suivante la de´rivation “critique” de la loi de Planck par
Poincare´ lui-meˆme. Disons seulement que le proble`me consiste
a` trouver une formule d’interpolation pour la densite´ d’e´nergie
u d’un corps “noir”, exprime´e par rapport a` la fre´quence du
rayonnement ν, telle que
u(ν) ∼ ν2, ν → 0
et
u(ν) ∼ e−cteν, ν →∞.
Une formule simple est celle imagine´e par Planck :
u(ν) =
8πν2
c3
hν
ehν/kT − 1
.
C’est cette loi que Planck de´rive en 1900 sous l’hypothe`se des
quanta. Plus exactement il montre que, si l’on suppose que
l’e´nergie de chaque oscillateur est un multiple entier d’une cer-
taine quantite´ ǫ, donc de la forme Pǫ, P entier, un calcul com-
binatoire donne que l’entropie S de chaque oscillateur est une
fonction (explicite) de Uǫ , ou` U est l’e´nergie de chaque oscillateur.
Plus pre´cise´ment
(4.1) S = k
((
1 +
U
ǫ
)
log
(
1 +
U
ǫ
)
−
U
ǫ
log
U
ǫ
)
Utilisant la loi de Wien concernant la tempe´rature
1
kT
=
dS
dU
,
ou` k est la constante de Boltzmann et un peu d’analyse dimen-
sionnelle qui donne que ǫ = h.ν, ou` h a la dimension d’une action
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et ν l’inverse d’un temps, on peut inte´grer (4.1). On obtient :
u :=
8πν2
c3
U =
8πν2
c3
hν
ehν/kT − 1
.
C’est la loi de Planck.
5. Les articles de Poincare´
Poincare´ va reprendre le calcul en partant d’un densite´ d’e´nergie
w et montrer tout d’abord que si w est ce que l’on appellerait au-
jourd’hui un “peigne de Dirac” sur les entiers (×h) il retrouve
la loi de Planck. C’est donc en quelque sorte une vision plus
mathe´matique , ou plutoˆt moins thermodynamique, que Planck ;
mais il va surtout faire le chemin inverse, et “montrer” que la
forme de la fonction u de´termine w de fac¸on univoque et donc
que seule l’hypothe`se des quanta donne le bon re´sultat.
Poincare´ commence par montrer que la densite´ d’e´nergie
W (η1, . . . , ηn; ξ1, . . . , ξp)
(on e´crit a` l’e´poque W (η1, . . . , ηn; ξ1, . . . , ξp)dη1...dηndξ1...dξp de
n oscillateurs (identiques) d’e´nergies η1 . . . ηn et p mole´cules (iden-
tiques) d’e´nergie ξ1 . . . ξp peut prendre la forme :
W (η1, . . . , ηn; ξ1, . . . , ξp) = Π
n
i=1w(ηi) = w(η1)...w(ηn)
pour une certaine fonction w(η). C’est cette fonction w qu’il va
montrer devoir avoir une primitive discontinue.
Pour cela il conside`re tout d’abord, dansRn+p la surface d’e´nergie
Sh = {(η1, . . . , ηn; ξ1, . . . , ξp)/η1 + · · · + ηn + ξ1 + · · · + ξp = h}.
Puis les 3 inte´grales :
I =
∫
S w(η1)...w(ηn)dη1...dηndξ1...dξp
I ′ =
∫
S(η1 + · · ·+ ηn)w(η1)...w(ηn)dη1...dηndξ1...dξp
I” =
∫
S(ξ1 + · · ·+ ξp)w(η1)...w(ηn)dη1...dηndξ1...dξp
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On de´finit alors les e´nergies moyennes des re´sonnateurs et des
mole´cules, X et Y , par :
nY I = I ′ et pXI = I ′′
Si l’on pose maintenant
(5.1)
∫
η1+···+ηn=x
w(η1)...w(ηn)dη1...dηn = φ(x),
un calcul simple donne
I =
1
(p− 1)!
∫ h
0
(h− x)p−1φ(x)dx
De la meˆme fac¸on
I ′ =
1
(p− 1)!
∫ h
0
x(h− x)p−1φ(x)dx
et
I ′′ =
1
(p− 1)!
∫ h
0
(h− x)(h− x)p−1φ(x)dx,
et finalement :
nY =
∫ h
0 x(h− x)
p−1φ(x)dx∫ h
0 (h− x)
p−1φ(x)dx
et pX =
∫ h
0 (h− x)
pφ(x)dx∫ h
0 (h− x)
p−1φ(x)dx
.
Poincare´ montre alors que l’on obtient la formule de Planck si
l’on choisit pour w la “fonction” de´finie, a` partir de ǫ > 0, de la
fac¸on suivante :
w(η) = 0 si kǫ < η < kǫ+ µ (k ∈ N) ∀µ, 0 < µ < ǫ
et ∫ kǫ+µ
kǫ
w(η)dη = 1, ∀µ, 0 < µ < ǫ.
Mais Poincare´ de s’arreˆte pas la`. Comme il l’a dit dans l’in-
troduction de son article [9], il veut absolument s’assurer que
ce choix de w est le seul qui donne la loi de Planck, et surtout
qu’aucun choix “continue” ne redonne le meˆme re´sultat. Nous
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allons pre´senter en meˆme temps la de´rivation directe et la solu-
tion du proble`me inverse.
Poincare´ va montrer que le rapport YX de´termine w. Puisqu’il
a montre´ que le choix discontinu donne la bonne formule il aura
gagne´ (mais dira qu’il aura perdu).
L’argument utilise l’analyse complexe et nous allons le de´crire
rapidement. On introduit tout d’abord la transforme´e de Laplace
(que Poincare´ appelle “inte´grale de Fourier”) de w :
Φ(α) =
∫ ∞
0
w(η)e−αηdη.
w (et donc φ) est de´termine´ par Φ graˆce a` la formule d’inversion
de la transforme´ de Laplace :
w(η) =
1
2πi
∫
L
Φ(α)eαηdα,
ou` L est une droite complexe paralle`le a` l’axe imaginaire dans
le demi-plan {ℜα > 0}.
D’autre part, par de´finition (5.1) de φ, on a :
(Φ(α))n =
∫ ∞
0
φ(x)e−αxdx,
puisque
(Φ(α))n =
(∫ ∞
0
w(η)e−αηdη
)n
=
∫
w(η1) . . . w(ηn)e
−α(η1+···+ηn)dη1 . . . dηn
=
∫ ∞
x=0
(∫
η1+···+ηn=x
w(η1)...w(ηn)dη1...dηn
)
e−αxdx
=
∫ ∞
0
φ(x)e−αxdx.
D’ou` :
φ(x) =
1
2πi
∫
L
(Φ(α))n eαηdα,
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et donc, apre`s la renormalisation x = nω, h = nβ, et avoir pose´
Θ(α, ω) := Φ(α)eαω(β − ω)
p
n ,
on obtient :
nY =
np+1
2πi
∫ β
0
∫
L
ω
β−ωΘ
ndωdα∫ h
0 (h− x)
p−1φ(x)dx
et
(5.2) pX =
np+1
2πi
∫ β
0
∫
LΘ
ndωdα∫ h
0 (h− x)
p−1φ(x)dx
.
Vient ensuite l’utilisation du fait que le syste`me physique con-
tient un grand nombre d’oscillateurs (on a un champ de rayon-
nement). Poincare´ fait tout d’abord l’hypothe`se que Θ atteint
un maximum a` ω = ω0 et α = α0.
Puisque n est tre`s grand et que les inte´grales pre´ce´dentes font
intervenir Θn, il en de´duit, en choisissant L = {ℜz = α0} que :
(5.3)
nY
pX
∼
ω0
β − ω0
.
mais puisque, par ailleurs, nY + pX = h = nβ, on de´duit que
Y = ω0 et X =
β − ω0
k
.
En fait Poincare´ utilise le the´ore`me de la phase stationnaire
qui s’applique ici, puisque, a` une constante pre`s, les inte´grales
pre´ce´dentes font intervenir la quantite´ Θ(α, ω)n = enlog(Θ(α,ω).
En effet le nume´rateur de (5.2), par exemple,s’e´crit :
np+1
2πi
∫ β
0
∫
L
enlog(Θ(α,ω)dωdα.
Le the´ore`me de la phase stationnaire dit alors que l’inte´grale
pre´ce´dente se rame`ne, dans la limite n → ∞, a` la contribu-
tion de l’inte´grant aux “points critiques” α0 et ω0 re´solvant les
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e´quations :
∂log(Θ(α, ω)
∂α
=
∂log(Θ(α, ω)
∂ω
= 0.
ce qui donne
Φ′(α0)
Φ(α0)
+ ω0 = 0
et
α0 −
k
β − ωo
= 0,
d’ou` (5.3).
On voit donc que X = 1α0.
Utilisant le fait (Boltzmann) que l’e´nergie moyenne d’une mole´cule
est proportionelle a` la tempe´rature (absolue) T on en de´duit
que :
α0 =
C
T
=
1
kT
ou` C est une constante, et donc Y = ω0 = −
Φ′(α0
Φ(α0)
nous donne
l’e´nergie moyenne d’un re´sonnateur en fonction de la tempe´rature
(qui d’ailleurs sera inde´pendant du rapport n
p
). Il suffit alors de
remarquer que, si la fonction w satisfait l’hypothe`se de Planck,
alors :
Φ(α) =
∫ ∑
k
δ(η − kǫ)e−αηdη
=
∑
k
e−kǫα
=
e−ǫα
1− e−ǫα
=
1
eǫα − 1
.
Et donc que, pour la densite´ U de la section pre´ce´dente,
U = Y = −
Φ′(α0
Φ(α0)
=
ǫ
e
ǫ
kT − 1
=
hν
e
hν
kT − 1
,
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ce qui est la loi de Planck.
Mais supposons maintenant que l’on connaisse, pour toutes les
tempe´ratures, l’e´nergie moyenne d’un re´sonnateur. Alors on en
de´duira les valeurs de la fonction
dlogΦ(α)
dα pour tous les α >
0. Soit, a` une constante multiplicative pre`s, les valeurs de Φ
sur l’axe re´el, et par continuation analytique (nous dit Poin-
care´) a` tout le demi-plan. Et donc, par la formule d’inversion
pre´ce´demment e´nonce´e, la fonction w sera de´termine´e (toujours
a` une constante multiplicative pre`s).
Poincare´ de´duit alors de ce re´sultat d’unicite´ la ne´cessite´e de
l’hypothe`se des quanta.
Finalement Poincare´ montre encore que, sans se servir de la
loi de Planck, et en confrontant sa formule donnant l’e´nergie
d’un re´sonnateur a` celle du rayonnement du corps noir, w doit
ve´rifier, sous peine que l’e´nergie totale diverge, que :
lim
η0→0
∫ η0
0
w(η)dη 6= 0.
C’est a` dire que w doit eˆtre singulie`re.
6. La masse de Dirac
La condition que w soit ”choisie” re´gale a` 0 sauf pour kǫ <
η < kǫ+ δ”, ou` ”δ est un infiniment petit” et telle que :
∫ kǫ+δ
kǫ
w(η)dη = 1
s’exprime en langage moderne en disant que w est une distri-
bution, somme de masses de Dirac sur le re´seau des {kǫ k =
1, 2 . . .} (pour eˆtre rigoureux, la condition inte´grale doit eˆtre∫ kǫ+δ
kǫ−δ w(η)dη = 1).
Ceci n’est jusque la` qu’une rede´rivation, mais sous forme inte´grale
et non plus combinatoire, de la formule de Planck.
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7. Que nous apprend presque un sie`cle apre`s
l’article de Poincare´ ?
Une nouveaute´ contenue dans cet article tient justement a`
e´crire une somme comme une inte´grale ... d’une fonction sin-
gulie`re. Les mathe´matiques du XXie`me sie`cle nous ont appris a`
faire cela. Les distributions de Laurent Schwartz en sont l’ou-
til parfait : par inte´gration (cette possibilite´ tellement “conti-
nue”) elles nous font apparaˆıtre des points (entite´s de mesure
nulle). Jean Leray, dans son magnifique re´sultat d’existence des
e´quations de Navier-Stokes [3] de´finira lui aussi, en 1934, des so-
lutions faibles pour les e´quations de l’hydrodynamique cense´es
repre´senter des flots de particules ponctuelles en mouvement.
Mais l’ide´e de chercher un inte´grant singulier qui donnerait, par
inte´gration, une somme discre`te est tout a` fait e´tonnante en
1911.
Ensuite l’article de Poincare´ nous montre un exemple mer-
veilleux de confrontation entre mathe´matiques et physique. L’hy-
pothe`se des quanta est conside´re´e comme physique, comme un
changement paradigmatique dans la physique. Elle n’a pas a`
eˆtre justifie´e en dehors de son statut d’hypothe`se d’un “e´le´ment
de re´alite´” comme le dit lui-meˆme Poincare´ . Mais Poincare´ lui
donne un autre statut : celui d’une ne´cessite´ mathe´matique, dans
un certain cadre conceptuel, en vue de la de´rivation d’une for-
mule donne´e. C’est cet argument-la` qui me semble expliquer que
deux des articles (signe´s par Lorentz et de Planck !) du Volume
d’Acta Mathematica de 1915 en hommage a` Poincare´ soient
consacre´s a` sa contribution aux quanta [4, 6], et que quelques 27
ans plus tard Fowler y consacre quelques pages dans son traite´ de
Me´canique Statistique (dans lesquelles il va rendre “rigoureux”
le raisonnement de Poincare´ ).
Enfin cet article nous montre l’attitude de Poincare´ face aux
re´sultats ne´gatifs. car au fond il nous de´montre un re´sultat po-
sitif : l’hypothe`se des quanta est ne´cessaire a` la de´rivation de
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la formule de Planck. Mais il nous pre´sente son raisonnement
par la ne´gative, comme un e´chec (“je suis arrive´ a` un re´sultat
ne´gatif” [8], “je dois dire tout de suite que j’ai e´te´ conduit a`
re´pondre ne´gativement a` la question pose´e... ”[9]).
Cet exemple, a` la fin de sa vie, vient corroborer celui des 3
corps (“j’attire l’attention sur les re´sultats ne´gatifs pre´sents dans
ce me´moire” [10]) du de´but et nous montre Poincare´ dans une
ve´ritable activite´ positive de de´construction du ne´gatif.
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